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Mở đầu

Đa thức là một khái niệm cơ sở của toán học. Một mặt đa thức là đối tượng nghiên

cứu của đại số, một mặt chúng xuất hiện trong tất cả các lĩnh vực của toán học

cũng như nhiều lĩnh vực khoa học khác. Các bài toán về đa thức xuất hiện cả trong

toán phổ thông cũng như toán cao cấp. Trong toán phổ thông, những bài toán về

đa thức thường là những bài toán khó, hay xuất hiện trong các kỳ thi học sinh giỏi,

kể cả các kỳ thi Học sinh giỏi Quốc gia và Olympic Toán Quốc tế.

Khi xét đa thức, một vấn đề được người ta quan tâm là tính bất khả quy và rộng

hơn là phân tích của đa thức đó thành tích các đa thức bất khả quy. Tính chất này

cũng tương tự như của các số nguyên là tính chất nguyên tố và phân tích thành tích

các số nguyên tố. Các câu hỏi về tính bất khả quy và phân tích bất khả quy của

đa thức nói chung là khó trả lời hơn nhiều. Do vậy, việc hệ thống lại một số tiêu

chuẩn về đa thức bất khả quy và nghiên cứu một số thuật toán phân tích đa thức

một biến (với hệ số nguyên) thành nhân tử là cần thiết. Với lý do như vậy, chúng

tôi chọn đề tài “Về một số thuật toán phân tích đa thức một biến thành nhân tử”.

Khác với các số nguyên, một thuật toán để phân tích một đa thức nguyên thành

tích các đa thức nguyên bất khả quy là không hiển nhiên. Nếu xét đa thức với hệ

số trên một trường hữu hạn thì việc phân tích sẽ khả thi hơn, vì chỉ có hữu hạn đa

thức có bậc nhỏ hơn bậc của một đa thức cho trước. Với các đa thức hệ số nguyên,

những thuật toán phân tích đa thức thành nhân tử mà hiệu quả (về mặt tính toán)

đều đưa đa thức về xét trên trường hữu hạn, sau đó nâng phân tích tìm được lên lại

vành các số nguyên.

Trong luận văn này, chúng tôi trình bày một số thuật toán phân tích một đa thức

thành tích các nhân tử bất khả quy, trong đó xét các trường hợp đa thức nguyên,
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đa thức có hệ số trên một trường hữu hạn Fp. Nội dung chính của luận văn là trình

bày chi tiết những kết quả chọn lọc trong một số tài liệu về tiêu chuẩn đa thức bất

khả quy thông qua thu gọn mod p (reduction mod p) và các thuật toán phân tích

đa thức một biến thành nhân tử bất khả quy như thuật toán Kronecker, thuật toán

Yun, thuật toán Zassenhaus.

Nội dung của luận văn được trình bày trong ba chương:

Chương 1. Kiến thức chuẩn bị. Trong chương này chúng tôi trình bày các kiến thức

cơ sở chuẩn bị cho các chương sau như định lý phân tích đa thức thành nhân tử, bổ

đề Gauss, thuật toán chia đa thức và thuật toán tìm ước chung lớn nhất của hai đa

thức.

Chương 2. Thu gọn mod p và đa thức bất khả quy. Chúng tôi trình bày việc xét tính

chất bất khả quy của một đa thức nguyên thông qua thu gọn mod p với p là một

số nguyên tố. Kết quả chính được trình bày là tiêu chuẩn bất khả quy Eisenstein

và các mở rộng của nó. Các tiêu chuẩn này được trình bày rất ngắn gọn thông qua

thu gọn mod p.

Chương 3. Một số thuật toán phân tích đa thức thành nhân tử. Trong chương này

chúng tôi trình bày thuật toán Kronecker để phân tích một đa thức nguyên thành

nhân tử. Đây là thuật toán đầu tiên để phân tích đa thức nguyên, tuy nhiên chỉ có ý

nghĩa lý thuyết do về mặt tính toán thì rất không hiệu quả.

Tiếp theo chúng tôi trình bày thuật toán Yun để phân tích một đa thức thành

các ước không chứa bình phương. Thuật toán tiếp theo chúng tôi trình bày là phân

tích các đa thức với hệ số trên trường hữu hạn thành nhân tử. Ý tưởng của các thuật

toán này được sử dụng trong thuật toán Zassenhaus, trình bày trong phần cuối cùng

của Chương 3, để phân tích một đa thức nguyên thành tích các đa thức nguyên bất

khả quy. Ý tưởng của thuật toán này là chuyển việc xét đa thức nguyên về xét trên

trường Fp, sau đó sử dụng thuật toán trước để phân tích đa thức thành tích các đa

thức bất khả quy trên Fp. Cuối cùng, sử dụng một dạng của Bổ đề Hensel để nâng

phân tích này lên trên Z.

Luận văn này được thực hiện tại Trường Đại học Khoa học - Đại học Thái
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Chương 1

Kiến thức chuẩn bị

Mục đích của chương này là nhắc lại một số kiến thức chuẩn bị cần thiết cho việc

trình bày các kết quả trong các chương sau. Nội dung của chương là chúng tôi nhắc

lại một số định lí về đa thức bất khả quy và phân tích bất khả quy, thuật toán chia

đa thức, thuật toán tìm ước chung lớn nhất của hai đa thức. Hầu hết các kết quả

trong chương này được trình bày dựa theo tài liệu [2].

1.1 Phân tích bất khả quy của đa thức

Trong tiết này, chúng ta nhắc lại một số kết quả về đa thức bất khả quy và sự tồn

tại phân tích bất khả quy.

Nhắc lại, một đa thức khác hằng với hệ số trên một trường là bất khả quy nếu

nó không phân tích được thành tích của hai đa thức có bậc nhỏ hơn. Ví dụ, mọi đa

thức bậc nhất aX +b, với a 6= 0, đều là bất khả quy.

Tính chất bất khả quy của một đa thức phụ thuộc vào trường hệ số được xét.

Ví dụ, đa thức P(X) = X2 +1 là đa thức bất khả quy trong R[X ] nhưng là đa thức

khả quy trong C[X ] vì P(X) = (X− i)(X + i).

Để xét tính chất bất khả quy của một đa thức, ta hay dùng bổ đề đơn giản sau

để biến đổi đa thức về dạng mà ta có thể áp dụng một số tiêu chuẩn bất khả quy đã

biết.

Bổ đề 1.1.1. Cho đa thức P(X) với hệ số trên một trường K. Với mỗi a ∈ K, đa

thức P(X) là bất khả quy khi và chỉ khi đa thức P(X +a) là bất khả quy.
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Chứng minh. Trước hết nhận xét rằng degP(X) = degP(X + a). Ngoài ra, một

phân tích P(X) = H(X)K(X) tương đương với một phân tích P(X + a) = H(X +

a)K(X +a). Vì vậy P(X) là khả quy khi và chỉ khi P(X +a) là khả quy.

Hai đa thức P(X),Q(X) được gọi là liên hợp nếu P(X) = λQ(X) với một hằng

số λ 6= 0 nào đó.

Định lí 1.1.2 (Phân tích thành nhân tử). Giả sử K là một trường. Khi đó mọi đa

thức P(X) ∈ K[X ] khác hằng đều có phân tích

P(X) = Pα1
1 . . .Pαr

r

với Pi ∈ K[X ] là đa thức bất khả quy đôi một không liên hợp, α1, . . . ,αr > 0. Hơn

nữa phân tích này là duy nhất sai khác một thứ tự của các ước bất khả quy.

Với đa thức nguyên, ta cũng định nghĩa một đa thức nguyên khác hằng là bất

khả quy nếu nó không phân tích được thành tích hai đa thức có bậc nhỏ hơn.

Với định nghĩa này thì đa thức nguyên bất khả quy không là một phần tử bất

khả quy trong vành Z[X ] như định nghĩa thông thường. Ví dụ, đa thức nguyên

2X +4 = 2(X +2) vẫn là đa thức bất khả quy theo định nghĩa trên. Trong toàn bộ

luận văn này ta sẽ sử dụng định nghĩa đa thức nguyên bất khả quy này.

Một đa thức nguyên cũng là một đa thức hữu tỷ (có hệ số trên trường các số

hữu tỷ Q). Liên hệ giữa tính chất bất khả quy trên Z và trên Q được thể hiện trong

định lý nổi tiếng sau, thường gọi là Bổ đề Gauss.

Định lí 1.1.3 (Bổ đề Gauss). Cho một đa thức nguyên P(X) khác hằng. Giả sử

có phân tích P(X) = G(X)F(X) với G(X),F(X) là các đa thức có hệ số hữu tỷ.

Khi đó tồn tại các đa thức nguyên G∗(X), F∗(X) sao cho degG(X) = degG∗(X),

degF(X) = degF∗(X) và P(X) = G∗(X)F∗(X). Nói riêng, nếu P(X) là khả quy

trên Q thì nó phân tích được thành tích của hai đa thức với hệ số nguyên có bậc

thấp hơn.


